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Cadre : Soit K = R ou C. Soient u = (un)n∈N et v = (vn)n∈N deux
suites de K.

I Convergence des séries numériques

Définition 1. On appelle série de terme général un la suite (Sn)n∈N des
sommes partielles définie par Sn =

∑n
k=0 uk. On note

∑
un cette suite.

On note Rn =
∑∞
k=0 uk−Sn =

∑∞
k=n+1 uk le reste de la série à l’ordre n.

Définition 2. On dit que la série
∑
un converge lorsque la suite (Sn)n∈N

converge. Dans ce cas, sa limite est appelée somme et notée
∑∞
n=0 un,∑

n∈N un ou
∑
n>0 un. Une série non convergente est divergente.

Exemple 3. Si un = qn est une suite géométrique (q 6= 1), on a
Sn = 1−qn+1

1−q . Donc la série
∑
un converge si, et seulement si, |q| < 1, et

alors sa somme est 1
1−q .

Proposition 4. Si la série
∑
un converge, alors limn→∞Rn = 0.

Théorème 5. L’ensemble des séries numériques est un K-espace vecto-
riel, dont l’ensemble des séries convergente est un sous-espace vectoriel.

Remarque 6. La somme d’une série convergente et d’une série diver-
gente est divergente. On ne peut en revanche rien dire de la convergence
d’une somme de séries divergentes.

Exemple 7.
∑

(−1)n +
∑

(−1)n+1 = 0.

Proposition 8. Le terme général d’une série convergente converge vers
0, mais la réciproque est fausse.

Exemple 9.
∑ 1

n diverge, mais limn→∞
1
n = 0.

Remarque 10. Si un ne converge pas vers 0, on parlera de série gros-
sièrement divergente.

Définition 11. On dit que la série
∑
un est télescopique s’il existe une

suite (an)n∈N telle que un = an − an−1. On a alors
∑n
k=0 = an − a0.

Exemple 12. La série de terme général 1√
n+1+

√
n

diverge, la série de
terme général 1

n(n−1) converge.

II Séries à termes positifs
On suppose que

∑
un et

∑
vn sont des séries à terme général positif.

1) Comparaison
Proposition 13. Une série à termes positifs converge si, et seulement
si, la suite des sommes partielles est majorée. Si la série diverge, c’est
vers +∞.

Théorème 14. Soit α ∈ R.
∑ 1

nα converge si, et seulement si, α > 1.

Théorème 15. Si un 6 vn pour tout n ∈ N, alors :
(i) Si

∑
vn converge, alors

∑
un converge et

∑∞
n=0 un 6

∑∞
n=0 vn.

(ii) Si
∑
un diverge, alors

∑
vn diverge également.

Exemple 16. Comme 1
n(n−1) est le terme général d’une série conver-

gente, la suite 1
n2 est le terme général d’une série convergente.

Exemple 17. 1√
n
> 1

n donne que
∑ 1√

n
est divergente.

Théorème 18. Soit f : R+ → R+ une fonction décroissante continue par
morceaux. Alors la série de terme général

∫ n
n−1 f(t) dt−f(n) converge. En

particulier,
∑
f(n) et

(∫ n
0 f(t) dt

)
n∈N ont même nature, et on a :

(i) Si
∑
f(n) converge, alors

∫∞
n+1 f(t) dt 6

∑
k>n f(k) 6

∫∞
n
f(t) dt.

(ii) Si
∑
f(n) diverge, alors

∑
k>n f(k) ∼

∫ n
0 f(t) dt.

Application 19. Soient α, β ∈ R. Alors
∑ 1

nα ln(n)β converge si, et seule-
ment si, α > 1 ou (α = 1, β > 1).

Théorème 20. Notons Sn(u), Rn(u) (resp. Sn(v), Rn(v)) les sommes
partielles et restes associés à u (resp. v). Alors :∑

n∈N
vn <∞

∑
n∈N

vn =∞

un = o (vn) Rn(u) = o (Rn(v)) Sn(u) = o (Sn(v))
un = O (vn) Rn(u) = O (Rn(v)) Sn(u) = O (Sn(v))
un ∼ vn Rn(u) ∼ Rn(v) Sn(u) ∼ Sn(v)
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2) Critères de convergence
Théorème 21 (Règle de Cauchy). On pose L = lim supn→∞ n

√
un.

(i) Si L < 1, alors
∑
un converge absolument.

(ii) Si L > 1, alors
∑
un diverge.

Exemple 22. La série
∑(

1− 1
n

)n2

converge.
Théorème 23 (Règle de d’Alembert). Supposons un non nul à partir
d’un certain rang. On pose ` = lim infn→∞ un+1

un
et L = lim supn→∞

un+1
un

.
(i) Si L < 1, alors

∑
un converge absolument.

(ii) Si ` > 1, alors
∑
un diverge.

Exemple 24. Pour a > 0, on a limn→+∞
an+1

n+1 ×
n
an = limn→+∞

na
n+1 = a,

donc la série de terme général an

n converge si a < 1 et diverge si a > 1.
Théorème 25 (Règle de Raab-Duhamel). Supposons un non nul à partir
d’un certain rang. Si un+1

un
= 1

1+ a
n+O( 1

n2 ) , il existe λ > 0 tel que un ∼ λ
na .

III Séries à termes quelconques

1) Absolue convergence
Définition 26. On dit que

∑
un est absolument convergente si

∑
|un|

est convergente. Une série convergente et non absolument convergente est
dite semi-convergente.
Théorème 27 (Riemann). Soit

∑
un une série réelle semi-convergente

et α ∈ R. Il existe une permutation σ de N telle que la série
∑
uσ(n) soit

convergente de somme α.
Proposition 28. Soit

∑
un une série absolument convergente. Pour

toute permutation σ de N, on a
∑
n∈N uσ(n) =

∑
n∈N un.

Proposition 29.
∣∣∑

n∈N un
∣∣ 6∑n∈N |un|

Proposition 30 (Produit de Cauchy). Si
∑
un et

∑
vn sont absolu-

ment convergentes, alors la série de terme général wn =
∑n
k=0 uk vn−k

est absolument convergente, et on a :(∑
n∈N

un

)(∑
n∈N

vn

)
=
∑
n∈N

wn

Application 31. exp : C → C? est un morphisme de groupes.

2) Séries alternées
On suppose que pour tout n ∈ N, un > 0.

Définition 32. Les séries alternées sont des séries de la forme
∑

(−1)nun.

Proposition 33. Si la suite (un)n∈N est décroissante et converge vers 0,
alors la série alternée converge, et on a |Rn| < an+1 pour tout n ∈ N.

Exemple 34. En prenant un = 1
n , la série alternée

∑ (−1)n
n converge.

Application 35.
∑∞
n=1(−1)n lnn

n = γ ln 2− ln(2)2

2

Proposition 36 (Abel). Supposons que un = anvn, où (an)n∈N est une
suite décroissante de réels positifs tendant vers 0 et vn est le terme gé-
néral d’une série bornée (c’est-à-dire telle que la suite (

∑n
k=0 vn)n∈N est

bornée). Alors
∑
un est convergente.

Exemple 37. La série de terme général e
inθ

nα , où θ ∈ R \2πZ, est conver-
gente pour α > 0.

IV Séries entières

Définition 38. On appelle série entière toute série de fonctions de la
forme

∑
n>0 anz

n où z est une variable complexe, et an ∈ C.

Définition 39. Soit
∑
anz

n une série entière. On appelle rayon de
convergence de

∑
anz

n le réel R défini par :

R = sup
{
r ∈ R+ ∣∣∃M ∈ R,∀n ∈ N, |an|rn 6M

}
Théorème 40 (Abel angulaire). Soit

∑
anz

n une série entière de rayon
de convergence 1 telle que

∑
an converge. On note f sa somme et :

∆θ =
{
z ∈ C

∣∣ 1− z = ρeiϕ, ρ > 0, |ϕ| < θ
}

pour 0 6 θ <
π

2

Alors :
lim
z→1
z∈∆θ

f(z) =
∑
n>0

an
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Application 41.

∑
n>0

(−1)n
2n+1 = arctan(1) = π

4 et
∑
n>1

(−1)n
n = ln(2)

Théorème 42 (Taubérien faible). Soit f la somme d’une série entière∑
anz

n de rayon de convergence 1. On suppose que lim
x→1−

f(z) = ` existe,

et an = o
( 1
n

)
. Alors

∑
an converge et ` =

∑
n>0

an.

Application 43 (Nombres de Catalan). On note Cn le nombre de pa-
renthésages possibles d’un produit de n+1 facteurs. On a alors la relation
Cn =

∑n−1
k=1 CkCn−k, et on obtient Cn = 1

n+1
(2n
n

)
.

Application 44 (Nombres de Bell). Pour n ∈ N?, on pose Bn le nombre
de partitions de l’ensemble J1, nK avec la convention B0 = 1, alors :

∀ k ∈ N, Bk = 1
e

∑
n>0

nk

n

Développements
— Théorèmes d’Abel angulaire et taubérien faible (40,42) [Gou08]
— Nombres de Bell (44) [FGN13a]
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